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Spezialfall :

Sei f : R x R" — R" stetig mit einer lokalen Lip-
schitz Bedingung bzgl. y € R" und ¥ : I — R" die
maximale Losung des AWP’s

V(2) = f(z, U(z)), U(a) = n.

Seien o < B die Grenzen von I. Dann gilt :

i) @ = —00 oder ‘
ii) & > —oo|: In diesem Fall ist 19:1&3 \IJ(:U)| = 00
i) oder |
iv) |8 < oof: In diesem Fall ist hm |\IJ l 0.

5) Falls f nur stetig ist, kann man noch lokale Existenz beweisen,
hat aber keine Eindeutigkeit. (Satz von Peano)

6) Man kann die Grofie von & genau ausrechnen. Das ergibt unter
Umsténden globale Existenzsitze. (vgl. Zusatz zu Satz 22.2)

B
S o

Lefzton

Beweis : g -
Wir beginnen mit einer Umformuherung des Problems N \/ / j{
Sei I C R ein Interfall mit a € I, : I —> R™
Dann gilt : :
{ %Dfa) - } “Anfangswertproblem”
o' (z) = flz,p(x), zel |

" pf@) =+ [ ft,e(t) dt, ¢ € “Integralglichung’

— T(p) = (%) “Fixpunktproblem”
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X

mit dem Opteraror T'(p)(x) :=n+ [ f(t,¢(t))dt, x € I.

a

Nun richten wir “alles” so ein, dass wir den Fixpunktsatz

angewenden kénnen :

Sei r > 0 so, dass
Vi=la—r,a+r]x B,(n) CG

und f auf V' Lipschitz ist mit Konstante L > 0.
Dann gilt

V kompakt, f stetig = M =sup|f| <
4
00. ’

Sei € < 7 noch beliebig, I :=[a —€,a + €] ..

Setze nun :
X = (C R o),
4= {peX:lo=nlo <7} (oWl
V= SUp190<t>D7
tel .
T : A—X W‘i’e vorhin.
Beachte :

e Aist abgeschlossene Kugel um die konstante Funktion
n

e+ [ f(t, gp(t)) dt, x € I, ist nach dem Haupt-

satz SogarlC 1 also ein Element von X

14
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Zeige :
) T(A)C A

&ﬂ@EA::HT@y—M@:$m>ffe#ﬁwdﬂ

zel ' g

Es ist
t—a|<|z—a|<e<rund|pt)—n <r, dapcA

= (t,gp(t))EV, so dass sup ff(,gp )dt)<M £

zel

Wir verlangen :  |[M -e <r| (%)

— || T(p) =l <7, dh. 1) gilt.

2) T ist (bei passender Wahl von ¢) streng' kontrahierend

Seien o, U € A == (t,gp(t)), (t,\ll(t)) E/A\

N vVtel
Also gilt :
I7(e) = Tl = sw | (f(t0) -

F(Lvw)) | < Lee =0

In Erginzung zu (%) sei noch : |L-e <

NIl

Erfillt € all diese Bedingungen, so gibt es o € A mit

T(p) = ¢
¢ : la—e,a+¢e] — R” ist dann die gesuchte Losung.



22. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 16

Zusatz zu 22.2 : (globale Existenz bei linearem Wachstum)

Sei I C R ein beliebiges Intervall (auch I = R),
F I xR" — R" sei stetig mit (globaler) partieller
Lipschitz-Bedingung bzgl. der R™-Variablen. Auflerdem sei
F hochstens linear wachsend in g, d.h. es gibt a, b > 0 mit

|F(z,y)| <aly|+b V(z,y) eI xR"

Seien (z.,m) € I x R". Dann gibt es genau eine auf
ganz I definierte Losung

@: 1 —-R" des AWP : ¢/(z) = F(x,y(x)), y(z.) =n, x € I

Bemerkung :

hier wird also I vorgegeben!

Bewelis :

siehe Ubung

Anwendung : (s. spéiter)

y'(z) = A(z) - y(z) + b(x) (lineares System)

mit  stetiger (n X n)-Matrix A und b €
C°(1,R"), |A(z)|, |b(z)| < const < 400

Hier : F(x,y) = A(x)y + b(z)
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Explizite Gleichungen und Systeme beliebiger
Ordnung

Satz 22.1 und Satz 22.2 gelten fiir explizite Gleichungen und
Systeme 1%€T Ordnung.

Daher benutzt man bei der Lésung expliziter Gleichungen kT
Ordnung einen “Trick”, mit dessen Hilfe man diese Gleichungen
auf Systeme ter Ordnung reduziert :

Sei G C R x R* offen, f : G — R stetig. Betrachte fiir y :
Intervall I — R die explizite Gleichung j.ber Ordnung.

W ¥ =f(oy@y@. . v Va)), se

7
Ve

cRF

(25 000 =t (100) i)

Definiere mit einer Losung y die Vektorfunktion

v(@) = (y(a),....y* V) (€RY

Schreibt man Y in der Form (Yo, . ,Yk_‘l) , so gelten die folgen-

den Gleichungen :

(Yiz) = Yi(a)
}/1/ i = YQ i
9 :( ) (2)

V@) = 1(e @)

wobei die letzte Zeile offenbar genau der Gleichung (1) entspricht.
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Sel
F:G— RF F(z,Z) = (Zl,...,Zk~1,f(a;,Zo,...,Zk*1)) c

R* fiir Z = (Zo, o ,Z,H).
Dann liest sich (2) als

2 Y(z)= F(m Y(:c)).
Ergebnis :

y(z) lost (1) = Y(z) = (y(z), L y(k_l)(a:)) 165t (2)*
umgekehrt

Sei Y(x) = (YO(I), . ,Yk_l(cc)) Losung von (2)° mit
obigem F'.

=L () = Yo(x) 16st (1) ( zeige 1 V1 = Y, Yy =

Yfl...)

Es besteht also eine bijektive Beziehung zwischen den
Lésungen von (1) und (2)" .

Auflerdem sieht man :

Losungen Y zu (2)” sind eindeutig (unter verniinftigen Be-
dingungen zu F'), wenn Y (z,) zu einer Zeit z, vorgeschrie-
ben wird. Also miissen bei einer Gleichung et Ordnung
k Vorgaben y(z.), v (o), . . ., y* Y(z,) gemacht werden.

Beachte nun noch :

lokale Lipschitz-Bedingung von = ... F:G—R"
f: G — R bzgl. der R*-Variablen
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Mithin gilt dann folgendes Korollar :
Korollar (zu 22.1 und 22.2) :

Sei G C R x RF offen, f : G — R sei stetig und erfiille

bzgl. der R -Variablen eine lokale Lipschitz-Bedingung auf
G.

a) Seien ¢, ¥ : I — R Losungen von

@)yWZf@%uwﬁmﬂ

auf einem Intervall I C R. Sei a € I gegeben mit
p(a) = U(a), ¢'(a) = ¥(a), ..., " (a) = ¥ D(a).
Dann gilt ¢ = ¥ auf I.

b) Ist (a,n6,...,Mk—1) € G beliebig, so gibt es ein £ > 0
und eine Losung ‘

p:la—e,a+e]l = Rvon (x) mit p(a) =1, ¢'(a) =
my .-, Sp(kk:l)(a’) = Mk-1-

Bemerkung :

Systeme der Ordnung k& > 2 lassen sich auf Systeme der
Ordnung 1 mit entsprechend mehr Komponenten reduzie-
ren — Korrolar anwendbar

Beispiel zur Bemerkung :

Reduktion eines Systems gter Ordnung auf ein System pter
Ordnung

Bewegungsgleichung :  (“"” bedeutet %)
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Qter

System Ordnung :

X(t) = F(t,X(t),X(t))
F RxR}xR®— R?
X : I — R? (Ortsvektor).

Setze Y : I — R% = R? x R3, Y(t) =
(X0, %) =

(¥) V(1) = <}@(t),Y5(t),Y6(t),F1 (t,Y(t)),F?‘(t,Y(t)),

F3(t,Y(t)) |
wobel Y = (Y1,...,Ys), F = (F, F?, F?).

(%) ist System 1% Ordnung fiir die Funktion Y
mit 6 Komponenten.

Eine allgemeine Formulierung des Transformationsprinzips
fiir Systeme der Ordnung £k bringt keine neuen Einsichten.
Es sollte klar sein, wie es funktioniert.
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Elementare Losungsmethoden
Regelfall :

Differentialgleichungen y*) = f (-, IR ,y(k_l))
(+ Anfangsbedingung) lassen sich nicht elementar

losen, d.h. es gelingt nicht, Losungen in geschlossenen
Formeln y(x) = ... anzugeben.

Methode :

Wir haben Picard-Lindelof; dieser Satz benutzt ein Fix-
punktprinzip, d.h. die Lésung y wird konstruiert als Limes
einer Folge {y,} mit

Yo = beliebige Startfunktion,
yn = Integraloperator angewendet auf y, 1

Man kann diese Vorschrift ohne weiteres numerisch um-
setzen und somit die exakte Losung y beliebig gut appro-
ximieren. Fehlerabschdtzungen der Form ||y —y,|| = 1/n
geben Information, wie weit man noch von der Lésung ent-
fernt ist. |

In einigen Spezialfillen lassen sich Ldsungen nun doch explizit
bestimmen. Die wichtigsten Verfahren sind nachfolgend kurz
zusammengestellt. ‘

1) Separation der Variablen

Seien I, J Intervalle C R, f: I — R, g:J — R stetig.

(1) |Y(z) = flz)- g(y(az)) auf I ist zu losen.
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Angenommen, (1) hat Losung y(x), dann gilt :

Sei G Stammfunktion zu 1/g
Ly (@) / g (y@:)) = ;G (y(x))
also %G(y(w)) — f{z) =0
— G(y@)) — F(z) + ¢, F Stammfunktion zu f, -

¢ € R konstant.

Nun lése umgekehrt diese Gleichung, falls méglich (siehe
Satz 22.3), nach y(z) auf und zeige, dass (1) gilt.

Die genaue Formulierung gibt uns der folgende Satz :

Satz 22.3 :

Sei (x0;y0) € I X J, f: I —R, g:J — R stetig
mit g(y) # 0 auf J.

Man setze
oy

F(z) ::/f(t)dt, rel, Gy ::/g—(t—)’ yeJ

Yo

Sei I' C I ein Intervall mit x, € I' und | F(I") C G(J).
()

Dann gibt es genau eine Losung ¢ - I' — R wvon (1)
mit @(®s) = Y.

Es gilt : G(cp(az)) = F(z) fiir alle x € I'.
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Bewels :

beachte : G ist streng monoton : G’ = g und ¢ # 0, somit
ist p(z) = G (F(:C))
aus (%) folgt Bild F C Def G~! = Bild G, so dass G 1o F

Sinn macht.

— genaueres siche Ubung!

Beispiel :
(¥) Y (=) =1(2)

hier : f(z) =1, g(y) =¥*, (z,y) € R?
gesucht 1  Losung ¢ von () mit p(0) =¢, c € R

Rechte Seite (z,y) — 3° genugt lokaler Lipschitz Bedin-
gung auf R?

bzgl. der y-Variablen

1 SalzR22 4 Losung ¢ lokal bei 0 deﬁmert |

(i) ¢=0 SE. w=0 emdeut1ge Losung  (klar!)

(ii)) ¢>0 = dlntervall ,umOund p: 1 — R
mit (0) = ¢, ¢'(z) = ¢*()

Annahme :  ¢(z) <0 fiir ein z € I,
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(iii)

it J2, mit p(z,) =0

@ =0auf I,! (Widerspruch!)

Eindeutigkeitssatz 22.1

Also: ¢ >0 auf L.
Wie grofl ist 1,7 Wie sieht ¢ aus 7

Man kann in 22.3 J = (0, 00) wihlen,

gly) = y?* ist dort # 0 = Gy) = Cy% _
11 ,

1_1 yeJ

c Yy
F(z)= [ dt ==
0
Es gilt : G(J) = (—00,1/¢) o
— I := (—o00, 1/c) erfiillt F(I') € G(J).

Somit ist die Losung ¢ auf (—oo, 1/c) definiert. Nun
betrachte |

¢(p@) = Fla) = %—ﬁ—x
== ply) = 1_6056, z € (—oo,1/c).

analog : ¢ : (3,00) — R, p(z) = = fir z > 1/c.

1l—cx




#
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Bemerkung :

Man sieht die Niitzlichkeit von Satz 22.1 und Satz 22.2, da

diese Satze vorweg schon Informationen liefern.

2) Reduktion auf getrennte Verdnderliche

(1)

(11)

y(@) = f(ao+by(s) +c)

Intervall — R

a, b, ceR, b#0, [

Setze |v(z) = azx + by(z) +

C

= ¥(z)= aj—bf('v(:):)) \

beachte : die Anfangsbedingungen fiir y miissen auch trans-

formiert werden!
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Setze |u(z) = y(x)/:z:

Beispiel :

y'(z) = 14 1y(z) + (%y(x))z fiir = >‘O (f(u) :

1+u+uﬂ

d _1l_4
ag(arctan u(:v)) =-=-Inzx

—
—  u(x) =tan <c+ In a:)
— y(:c):a:-tan(m+lnx),x>0.

26



